
MC102 - Aula 21

Exemplos sobre Recursão (parte 2)
Algoritmos e Programação de Computadores

Prof. Lise R. R. Navarrete
lrommel@ic.unicamp.br

Terça-feira, 07 de junho de 2022
21:00h - 23:00h (CB06)



https://ic.unicamp.br/~mc102/
Site da Coordenação de MC102

Aulas teóricas:
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Exemplo 10Soma dos Dígitos de um Inteiro

• Soma dos dígitos de um número inteiro não negativo.

1 def soma_digitos(n):
2 if n == 0:
3 return 0
4 else:
5 return soma_digitos(n // 10) + (n % 10)

47

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf
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Exemplo 10Soma dos Dígitos de um Inteiro

• Soma dos dígitos de um número inteiro não negativo.

1 def soma_digitos(n):
2 if n < 10:
3 return n
4 else:
5 return soma_digitos(n // 10) + (n % 10)
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Exemplo 11Máximo Divisor Comum

• O algoritmo de Euclides para o cálculo do Máximo Divisor
Comum entre dois números inteiros não negativos (e não ambos
iguais a zero) x e y pode ser resumido na seguinte fórmula:

mdc(x, y) =

{
x, se y = 0
mdc(y, x % y), se y > 0
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Exemplo 11

mdc(x, y) = mdc(y, x%y)

Existe D tal que x = D ×X e y = D × Y onde D é o maior possivel.

x = q × y + r onde r = x%y

D ×X = q ×D × Y + r ⇒ r = D × (X − q × Y )

mdc(y, x%y) = mdc(D × Y, D × (X − q × Y ))

Se Y e (X − q × Y ) tem um divisor comum, então

esse divisor tambem divide X e D não é o maximo (Contradição!!)

Concluimos que Y e (X − q × Y ) não tem um divisor comum, então

mdc(y, x%y) = D = mdc(x, y)
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x = q × y + r onde r = x%y

D ×X = q ×D × Y + r ⇒ r = D × (X − q × Y )

mdc(y, x%y) = mdc(D × Y, D × (X − q × Y ))

Se Y e (X − q × Y ) tem um divisor comum, então

esse divisor tambem divide X e D não é o maximo (Contradição!!)
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Exemplo 11Máximo Divisor Comum (Versão Iterativa)

1 def mdc(x, y):
2 while y > 0:
3 (x, y) = (y, x % y)
4

5 return x
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Exemplo 11Máximo Divisor Comum (Versão Recursiva)

1 def mdc(x, y):
2 if y == 0:
3 return x
4 else:
5 return mdc(y, x % y)
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Exemplo 12Torre de Hanói

• Considere n discos de diâmetros diferentes colocados em um
pino A.

• O problema da Torre de Hanói consiste em transferir os n discos
do pino A (inicial) para o pino C (final), usando um pino B como
auxiliar.

• Entretanto, deve-se respeitar algumas regras:
• Apenas o disco do topo de um pino pode ser movido.
• Nunca um disco de diâmetro maior pode ficar sobre um disco de
diâmetro menor.
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Exemplo 12Torre de Hanói

• O problema foi descrito pela primeira vez no ocidente em 1883
pelo matemático francês Édouard Lucas, baseado numa lenda
hindu, onde Brahma havia ordenado que os monges do templo
de Kashi Vishwanath movessem uma pilha de 64 discos de ouro,
segundo as regras previamentes descritas.

• Quando todos os discos tivessem sido movidos, o mundo
acabaria.
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Exemplo 12Torre de Hanói

• Vamos usar indução para obter um algoritmo para este
problema.

Teorema
É possível resolver o problema da Torre de Hanói com n discos.
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Exemplo 12Torre de Hanói

Prova

• Base da Indução: n = 1. Neste caso, temos apenas um disco.
Basta mover este disco do pino A para o pino C.

• Hipótese de Indução: Sabemos como resolver o problema
quando há n− 1 discos.

• Passo de Indução: Devemos resolver o problema para n discos
assumindo que sabemos resolver o problema com n− 1 discos.

• Por hipótese de indução, sabemos mover os n− 1 primeiros
discos do pino A para o pino B usando o pino C como auxiliar.

• Depois de movermos estes n− 1 discos, movemos o maior disco
(que continua no pino A) para o pino C.

• Novamente, pela hipótese de indução, sabemos mover os n− 1
discos do pino B para o pino C usando o pino A como auxiliar.

• Com isso, temos uma solução para o caso em que há n discos.
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Exemplo 12Torre de Hanói
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Exemplo 12Torre de Hanói
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Exemplo 12Torre de Hanói
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Exemplo 12Torre de Hanói

• Como solucionar o problema de forma recursiva:
• Se n = 1 então mova o único disco de A para C.
• Caso contrário (n > 1), desloque de forma recursiva os n− 1
primeiros discos de A para B, usando C como auxiliar.

• Mova o último disco de A para C.
• Mova, de forma recursiva, os n− 1 discos de B para C, usando A
como auxiliar.
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 def hanoi(n, inicial, final, auxiliar):
2 s = "Mova o disco {} do pino {} para o pino {}"
3 if n == 1:
4 print(s.format(n, inicial, final))
5 else:
6 hanoi(n - 1, inicial, auxiliar, final)
7 print(s.format(n, inicial, final))
8 hanoi(n - 1, auxiliar, final, inicial)
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Exemplo 12Torre de Hanói

• Solução para hanoi(4, "A", "C", "B"):

1 Mova o disco 1 do pino A para o pino B
2 Mova o disco 2 do pino A para o pino C
3 Mova o disco 1 do pino B para o pino C
4 Mova o disco 3 do pino A para o pino B
5 Mova o disco 1 do pino C para o pino A
6 Mova o disco 2 do pino C para o pino B
7 Mova o disco 1 do pino A para o pino B
8 Mova o disco 4 do pino A para o pino C
9 Mova o disco 1 do pino B para o pino C
10 Mova o disco 2 do pino B para o pino A
11 Mova o disco 1 do pino C para o pino A
12 Mova o disco 3 do pino B para o pino C
13 Mova o disco 1 do pino A para o pino B
14 Mova o disco 2 do pino A para o pino C
15 Mova o disco 1 do pino B para o pino C
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Configuração Inicial
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 1 do pino A para o pino B
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 2 do pino A para o pino C
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 1 do pino B para o pino C
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 3 do pino A para o pino B
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 1 do pino C para o pino A
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 2 do pino C para o pino B
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 1 do pino A para o pino B
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 4 do pino A para o pino C
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 1 do pino B para o pino C
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 2 do pino B para o pino A
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 1 do pino C para o pino A
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 3 do pino B para o pino C
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 1 do pino A para o pino B
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 2 do pino A para o pino C
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Exemplo 12Torre de Hanói

1 Mova o disco 1 do pino B para o pino C
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Exemplo 12Torre de Hanói

• Seja T(n) o número de movimentos necessários para mover
uma pilha de n discos.

• Claramente temos que:
• T(1) = 1
• T(n) = 2T(n− 1) + 1

• O que nos permite deduzir que:
• T(2) = 2T(1) + 1 = 3
• T(3) = 2T(2) + 1 = 7
• T(4) = 2T(3) + 1 = 15
• T(5) = 2T(4) + 1 = 31
• · · ·
• T(n) = 2n − 1

• No caso de 64 discos são necessários 18.446.744.073.709.551.615
movimentos ou, aproximadamente, 585 bilhões de anos, se cada
movimento puder ser feito em um segundo.

67

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf

lrommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programação de Computadores Terça-feira, 07 de junho de 2022 236 / 240

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf


Exemplo 12

T (n) = 2 T (n − 1) + 1

Podemos assumir que T (n) = A Bn + C , assim:

A Bn + C = 2(A Bn−1 + C ) + 1

Temos que: C = 2C + 1 então C = −1
e que: A Bn = 2 A Bn−1 então B = 2

Como: T (1) = 1 aplicando em T (n) = A Bn + C
temos que: T (1) = A 21 − 1 = 1 então A = 1

Finalmente: T (n) = 2n − 1
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Exemplo 12

T (n) = 2n − 1

T (100) = 2100 − 1 = 1.2676× 1030

40 196 936 841 331 475 186 983, 23 anos, 1 pç x seg

40 196 936 841 331 475, 18 anos, 1 milhão pçs x seg

2 679 795, 78 vezes a idade do universo(15bi), 1 milhão pçs x seg
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Exemplo 12

Perguntas ....
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Comandos Condicionais [ slides ] [ v́ıdeo ]
Comandos de Repetição [ slides ] [ v́ıdeo ]
Listas e Tuplas [ slides ] [ v́ıdeo ]
Strings [ slides ] [ v́ıdeo ]
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